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Re´sume´
Les proprie´te´s de la matie`re sont lie´es, comme l’avait remarque´ Pierre Curie en 1884, au
type de syme´trie qui y re`gne. La the´orie des groupes est un outil syste´matique, mais pas tou-
jours commode, pour exploiter cette syme´trie, notamment quand il faut trouver les vecteurs
propres et valeurs propres d’un ope´rateur. Certaines proprie´te´s (pouvoir rotatoire optique,
pie´zoe´lectricite´...) sont interdites dans des cristaux ou mole´cules de haute syme´trie. Quelques
the´ore`mes (Noether, Goldstone...) e´tablissent des relations ge´ne´rales entre les proprie´te´s phy-
siques et la syme´trie. On passe en revue quelques applications de la the´orie des groupes a` la
physique de la matie`re condense´e, a` la physique des particules e´le´mentaires, a` la me´canique
quantique, a` l’e´lectromagne´tisme. La the´orie des groupes n’est pas seulement un outil, mais
aussi une belle construction qui permet de mieux comprendre la nature.
1 Syme´trie et proprie´te´s physiques
Notre vie est possible graˆce aux proprie´te´s physique des mole´cules qui nous entourent : O2,
N2, H2O.... Or ces proprie´te´s physiques de´pendent beaucoup de la syme´trie. Ainsi les mole´cules
O2 et N2 sont syme´triques par rapport a` leur centre de gravite´ (Fig. 1). Cela implique que leur
moment e´lectrique est nul. Cette proprie´te´ subsiste quand la mole´cule vibre. Il en re´sulte que l’air sec
n’absorbe pas le rayonnement infrarouge e´mis par la terre1. L’effet de serre est donc duˆ uniquement
a` l’eau et a` d’autres mole´cules moins syme´triques. Les mole´cules les plus abondantes dans l’air (O2
et N2) ne contribuent pas a` l’effet de serre. C’est un re´sultat essentiel, et pourtant sa de´monstration
est e´le´mentaire.
Nous donnerons un autre exemple qui concerne un mate´riau a` la mode actuellement, le graphe`ne[40].
Sa structure e´lectronique a un proprie´te´ remarquable : la bande de conduction et la bande de va-
lence sont situe´es l’une au dessus de l’autre mais se touchent en un nombre fini de points de l’espace
re´ciproque, a` la diffe´rence de ce qui se passe soit dans un me´tal, soit dans un isolant ou un semi-
conducteur. Nous montrons dans l’appendice A comment cela re´sulte de la syme´trie.
Ce sont la` des exemples de la simplification souvent apporte´e par la syme´trie dans les proble`mes
de physique. Il existe des proble`mes ou` la syme´trie est plus complique´e, mais ne´anmoins permet de
faciliter l’analyse des proprie´te´s physiques. Il est alors souvent utile d’utiliser la notion de groupe
et la the´orie des groupes.
Le pre´sent texte est la version franc¸aise d’un cours introductif pre´sente´ a` une e´cole sur la
syme´trie en physique de la matie`re condense´e, tenue en mai 2009. Nous ferons de nombreuses
1Cependant les mole´cules d’oxyge`ne et d’azote peuvent acque´rir un moment e´lectrique si les e´lectrons se de´placent
par rapport aux noyaux, mais cela correspond a` des fre´quences de vibration e´leve´es qui sont celles de la lumie`re visible.
L’oxyge`ne et l’azote absorbent donc une partie de la lumie`re visible venant du soleil.
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Fig. 1 – Syme´trie de diffe´rentes mole´cules. L’oxyge`ne est centrosyme´trique et conserve sa syme´trie
quand il vibre. Il en re´sulte qu’il ne peut ni absorber ni e´mettre du rayonnement infrarouge. L’eau,
le dioxyde de carbone et le me´thane ont un moment e´lectrique variable quand ils vibrent, peuvent
absorber et e´mettre du rayonnement infrarouge. Le dioxyde de carbone a, par syme´trie, un moment
e´lectrique moyen nul (a) mais acquiert un moment non nul quand il vibre (b). Le me´thane a une
proprie´te´ analogue.
re´fe´rences aux autres cours de cette e´cole, qui seront publie´s en 2010 au Journal de Physique IV.
Cette publication aura l’avantage de re´unir de fac¸on compacte la plupart des e´le´ments ne´cessaires a`
un approfondissement, mais cet approfondissement peut aussi se trouver dans les autres re´fe´rences
disperse´es auxquelles nous renvoyons.
Nous essaierons d’e´viter un expose´ trop superficiel, tout en e´vitant des complications techniques
excessives. Ce juste milieu est difficile a` trouver, et nous comptons sur l’indulgence de nos lecteurs.
2 De´finition du concept de groupe
Un groupe est un ensemble d’e´le´ments gi muni d’une re`gle d’association interne (que nous
appellerons en ge´ne´ral multiplication) qui associe a` toute paire gi, gj un autre e´le´ment de l’ensemble
que nous appellerons produit et que nous noterons gi.gj ou gi.gj . Il doit y avoir un e´le´ment neutre
1 tels que gi.1 = 1.gi = gi. Enfin chaque e´le´ment gi doit avoir un inverse g
−1
i tel que gi.g
−1
i =
g−1i .gi = 1. Un groupe peut eˆtre fini ou infini. Il est dit commutatif ou abe´lien si gi.gj = gj .gi. Les
transformations qui laissent un syste`me invariant forment un groupe. L’e´le´ment neutre est alors
constitue´ par la ”transformation identique” ou ”identite´” 1, qui transforme un objet en lui-meˆme.
Par exemple, la syme´trie I par rapport a` un point forme avec l’identite´ un groupe de 2 e´le´ments.
C’est ce groupe que nous avons conside´re´ au paragraphe pre´ce´dent, sans prononcer le mot, car pour
un proble`me aussi simple la notion de groupe et la the´orie des groupes sont inutiles.
Le groupe de transformations qui laissent un objet invariant est appele´ la syme´trie de cet objet.
Ce mot ”syme´trie” a donc une signification plus large que celle qu’elle a dans la vie courante.
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3 Quelques groupes qui servent au physicien
Il est utile de faire une liste de groupes que les physiciens utilisent souvent. Le lecteur est invite´
a` survoler rapidement cette e´nume´ration pour y revenir quand ce sera ne´cessaire.
1) Le groupe SO3 ou SO(3) des rotations de l’espace a` 3 dimensions autour d’un point donne´.
Dans le traitement non relativiste de l’atome d’hydroge`ne, le hamiltonien est invariant par SO3 et
cela facilite la recherche des fonctions d’onde. On peut de´finir plus ge´ne´ralement le groupe SO(n).
2) Le groupe O3 ou O(3) des rotations propres et impropres 3-D. Une rotation impropre est le
produit d’une rotation par une syme´trie par rapport a` un point (ou a` un plan).
3) Le groupe des translations 3-D. Il intervient dans la propagation d’une particule libre non
relativiste.
4) Le groupe des rotations et translations 3-D.
5) Groupe des translations qui conservent un cristal (sous-groupe de (3)).
6) Groupe des rotations propres et impropres qui conservent un cristal (sous-groupe de (4)).
C’est le groupe ”d’espace” du cristal.
7) Groupe des rotations propres et impropres autour d’un axe, passant par un point donne´, qui
conservent un cristal (sous-groupe fini de (3)) : groupe ”ponctuel”.
8) Groupe de Lorentz, groupe de Poincare´. Ce sont des groupes de transformations adapte´es
a` la relativite´. En relativite´, on ne peut pas traiter le temps t inde´pendamment des coordonne´es
d’espace x, y, z. Il faut donc faire intervenir des transformations qui agissent sur les 4 coordonne´es
x, y, z, t. Par exemple celle qui transforme (x, y, z, t) en
x′ = (x− vt)/(1− β2)1/2 ; t′ = (t− vx/c)/(1− β2)1/2 ; y′ = y ; z′ = z (1)
ou` β = v/c. Cette transformation de´crit le passage d’un repe`re particulier a` un autre repe`re en
translation uniforme a` vitesse v dans la direction x par rapport au premier. On remarque qu’elle
conserve la quantite´
ds2 = dx2 + dy2 + dz2 − c2dt2 (2)
alors qu’une rotation ou une translation tridimensionnelle conserve
ds2 = dx2 + dy2 + dz2 (3)
Toute transformation qui conserve (2) s’appelle une transformation de Lorentz. Les transforma-
tions de Lorentz constituent le groupe de Poincare´. On appelle groupe de Lorentz l’ensemble des
transformations de Lorentz qui conservent l’origine (0,0,0,0).
9) SU2, SU3... SUn...= groupe des matrices n × n unitaires de de´terminant 1. On e´crit aussi
SU(n).
10) U(n) est le groupe des matrices unitaires n×n. Par exemple, U(1) est forme´ par les nombres
exp(iϕ). Les groupes continus tels que O(n) font partie d’une classe plus ge´ne´rale dont les e´le´ments
sont appele´s groupes de Lie.
En re´sume´ : la notion de groupe est partout pre´sente en physique. La question est maintenant :
a` quoi peut-elle servir ? On va donner des exemples.
4 Cristallographie
Un cristal est la forme thermodynamiquement stable de la plupart des solides a` basse tempe´ratures.
D’ou` l’importance des cristaux.
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Comme on l’a dit plus haut, la syme´trie d’un cristal est de´finie par son groupe d’espace, dont
chaque e´le´ment est le produit d’une translation par une rotationR autour d’un point O donne´. Si on
ne conside`re que les rotations R, elles forment aussi un groupe (fini) appele´ groupe ponctuel. Pour
des de´tails, on se pourra se reporter aux articles de Grenier (2009) et d’Aroyo (2009). Certaines
proprie´te´s ne de´pendent que du groupe ponctuel. D’autre part un cristal a` un seul atome par maille
(comme le fer et beaucoup d’autres corps simples) s’appelle un re´seau de Bravais. Il existe 32 groupes
ponctuels et 230 groupes d’espace, comme l’ont de´montre´ inde´pendamment Scho¨nflies et Fedorov
en 1890. Il existe 14 re´seaux de Bravais, comme l’a montre´ Bravais en 1848. Ces nombres re´sultent
de la solution d’un pur proble`me de mathe´matique, comparable a` l’e´nume´ration descriptive des 5
polye`dres re´guliers, donne´e par Euclide2. Le de´nombrement et la description des groupes d’espace
et ponctuels n’est pas une application de la the´orie des groupes, mais plutoˆt une partie de cette
the´orie.
A quoi servent groupes d’espace et ponctuels ? Certaines proprie´te´s physiques existent ou n’existent
pas selon la syme´trie du cristal, c’est-a`-dire selon son groupe d’espace ou son groupe ponctuel. Un
exemple est la pyroe´lectricite´, caracte´rise´e par un moment dipolaire e´lectrique par maille P non
nul. Dans un cristal pyroe´lectrique, toute ope´ration de syme´trie doit pre´server la direction de la
polarisation. Le seul axe de rotation possible est donc paralle`le a` P. En outre il ne peut y avoir
de plan miroir perpendiculaire a` P. Ceci n’autorise que les groupes ponctuels Cn, Cnv, et C1h, Le
groupe C1 est constitue´ par l’e´le´ment unite´ seul, et il est triclinique. Le groupe Cn comporte un axe
de rotation d’ordre n (n=2, 3 , 4 ,5) et rien d’autre. Le groupe Cnv comporte en outre un ”miroir”
(ou plan de syme´trie) paralle`le a` cet axe. Le groupe C1h est constitue´ par l’e´le´ment unite´ et un
miroir.
Plus simple encore est la bire´fringence. Elle existe pour tous les cristaux non cubiques. Elle
est lie´e a` la forme du tenseur de permittivite´ e´lectrique ǫ de´fini par D = ǫE, ou` E et D sont
respectivement le champ et le de´placement e´lectrique. Il y a bire´fringence si la matrice ǫ n’a pas ses
3 valeurs propres de´ge´ne´re´es.
Des matrices ? Le physicien en rencontre souvent de bien plus complique´es, et il a besoin de
connaˆıtre leurs valeurs propres et leurs vecteurs propres. Nous allons voir que la the´orie des groupes
peut l’aider.
5 Vecteurs propres d’un ope´rateur et repre´sentations irre´ductibles
d’un groupe
La the´orie des groupes permet de simplifier la recherche et la classification des vecteurs propres
(et par conse´quent des valeurs propres) d’une matrice ou d’un ope´rateur. Il peut s’agir par exemple
d’un hamiltonien. Un cas bien connu, ou` l’on fait de la the´orie des groupes sans le savoir, est celui
d’une matrice N×N invariante par translation :M(n,m) =M(n+p,m+p) quel que soit l’entier p.
Nous supposons des conditions aux limites pe´riodiques, c’est a` dire que n et m sont de´finis modulo
2Pour donner une ide´e de la de´monstration, montrons que toute rotation d’angle ϕ < pi/3 est interdite. Si une
telle rotation laissait un re´seau de Bravais invariant, ce re´seau contiendrait 3 points ABC avec AB=BC et l’angle
ABC e´gal a` ϕ < pi/3 . La longueur AC serait donc infe´rieure a` AB et BC. Mais le re´seau devrait alors aussi contenir
un point D avec AD=AC et l’angle DAC e´gal a` ϕ < pi/3. La longueur DC serait donc infe´rieure a` AD et AC. Par
re´currence on peut donc trouver des longueurs aussi petites que l’on veut, ce qui est impossible puisque la distance
interatomique ne peut eˆtre infe´rieure, disons, a` 0,1 microme`tre
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N . On sait que les vecteurs propres ont la forme
u(n) = Const× exp(ikn) (4)
ou` k est tels que exp(ikN) = 1. C’est une proprie´te´ familie`re, mais e´tonnante : la seule invariance par
le groupe des translations de´termine les vecteurs propres, quelles que soient les valeurs nume´riques
des e´le´ments de matrice ! Les valeurs propres s’en de´duisent en une ligne, et elles de´pendent des
e´le´ments de matrice. Cette proprie´te´ est un cas particulier d’une proprie´te´ ge´ne´rale : si une matrice
est T invariante par les ope´rations g d’un groupe G, tout e´le´ment g transforme tout vecteur propre
| u〉 en un vecteur propre T (g) | u〉, ou` les matrices T (g) forment une repre´sentation de G, c’est a`
dire que T (g)T (g′) = T (gg′). Dans l’exemple pre´ce´dent, les e´le´ments de G sont les translations gp
qui transforment M(n,m) en M(n + p,m + p), et T (gp) = exp(ikp) est un nombre, c’est-a`-dire
une matrice 1 × 1. On dit que les matrices T (gp) constituent une repre´sentation de dimension 1.
Bien suˆr il y a autant de telles repre´sentations qu’il y a de nombres k, donc il y en a N , qu’il faut
distinguer par un indice, de sorte que Tk(gp) = exp(ikp). Avec 2 repre´sentations Tk et Tk′ on peut
construire une repre´sentation qui associe a` g la matrice
[
Tk(g) 0
0 Tk′(g)
]
(5)
Une telle repre´sentation est dite re´ductible. Dans la recherche des vecteurs propres d’une ma-
trice invariante par un groupe G, on peut imposer a` ces vecteurs de se transformer selon une
repre´sentation irre´ductible. On trouve ainsi tous les vecteurs propres... a` condition, a` la fin du
calcul, de combiner ceux qui correspondent a` chaque valeur propre. Dans l’exemple pre´ce´dent, s’il
se trouve que la matrice M(n,m) est re´elle et syme´trique, il faut combiner uk(n) = exp(ikn) et
u−k(n) = exp(−ikn).
Une repre´sentation de dimension 1 est e´videmment irre´ductible. Les repre´sentations irre´duc-
tibles du groupe des translations s’e´crivent donc sans difficulte´s, et pas seulement dans le cas d’un
espace unidimensionnel. Dans des cas plus complique´s, la recherche des repre´sentations irre´duc-
tibles est plus difficile, mais simplifie souvent la recherche des vecteurs propres.
On peut re´sumer ce paragraphe par les re`gles fondamentales suivantes :
1) Pour trouver les vecteurs propres d’un ope´rateur invariant par un groupe G, on peut se
restreindre a` l’espace des vecteurs qui se transforment selon chaque repre´sentation irre´ductible.
On dit que ces vecteurs propres appartiennent a` cette repre´sentation irre´ductible. Cette me´thode
permet d’obtenir tous les vecteurs propres. Cette re`gle constitue le the´ore`me de de´veloppement
(expansion theorem, Streitwolf 1971). Elle rame`ne la diagonalisation d’une grande matrice a` celle
d’un certain nombre de petites matrices, dont chacune correspond a` une repre´sentation irre´ductible
diffe´rente. La matrice M , graˆce a` un choix des vecteurs de base, prend donc la forme diagonale par
blocs :
M =


M1 0 ... 0 ... 0
0 M2 ... 0 ... 0
0 0 ... 0 ... 0
0 0 ... Mp ... 0
... ... ... ... ... ...
0 0 ... 0 ... Mr


(6)
2) Pour obtenir chaque petite matrice, la the´orie des groupes fournit des recettes. Une telle
recette est brie`vement de´crite dans l’appendice B. Pour la justification et pour des exemples, on
peut se reporter a` Canals (2009) Ballou (2009), Rodriguez-Carvajal (2009).
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Fig. 2 – a) Si deux valeurs propres d’une matrice appartiennent a` 2 repre´sentations diffe´rentes, la
variation d’un parame`tre u permet de les rendre e´gales. b) Si les deux valeurs propres appartiennent
a` la meˆme repre´sentation, elles ne sont en ge´ne´ral jamais e´gales.
Exercice. Conside´rer les fonctions d’onde a` un e´lectron dans un potentiel pe´riodique. Selon le
the´ore`me de Floquet-Bloch, elles ont la forme ψk(r) = exp(ik.r)uk(r) ou` uk(r) a la pe´riode du
potentiel. Relier cette proprie´te´ aux repre´sentations irre´ductibles du groupe des translations du
re´seau.
6 Quelques exemples d’applications de la the´orie des groupes
6.1 De´ge´ne´rescence d’un hamiltonien a` spectre discret ou d’une matrice
Voyons d’abord le cas d’une matrice 2 × 2 (le hamiltonien d’un spin 1/2 par exemple) dont
les e´le´ments sont aij . Pour qu’elle soit de´ge´ne´re´e, il faut qu’elle soit un multiple de la matrice
unite´. Il faut donc remplir les conditions a11 = a22 et a12 = a21 = 0. Meˆme si la matrice est
hermitique (cas d’un hamiltonien) ces conditions sont difficiles a` remplir et exigent de faire varier
plus d’un parame`tre.... A moins que les deux vecteurs propres n’appartiennent a` des repre´sentations
diffe´rentes. Dans ce cas, a12 et a21 sont automatiquement nuls et la de´ge´ne´rescence apparaˆıt quand
a11 = a22.
Le cas d’une matrice plus grande est plus complique´, mais analogue : la variation d’un seul
parame`tre ne fait en ge´ne´ral pas apparaˆıtre de de´ge´ne´rescence exacte (Fig. 2) sauf pour des valeurs
propres appartenant a` des repre´sentations diffe´rentes.
6.2 Effet Jahn-Teller
Supposons que les valeurs propres dont il vient d’eˆtre question soient les e´nergies possibles d’un
e´lectron localise´ dans un cristal, dont la syme´trie est assez e´leve´e pour que les 2 valeurs propres
soient de´ge´ne´re´es. D’apre`s ce qui vient d’eˆtre dit, cette de´ge´ne´rescence ne peut gue`re se produire
que si les vecteurs propres appartiennent a` 2 repre´sentations diffe´rentes. Si le cristal subit une
distorsion, la de´ge´ne´rescence disparaˆıt avec la syme´trie. Cela entraˆıne une augmentation d’une des
valeurs propres et une diminution de l’autre. L’e´lectron choisit la plus basse valeur propre, de sorte
que la distorsion est e´nerge´tiquement favorable (Amara 2009). Il faut e´videmment qu’il n’y ait qu’un
e´lectron pour les deux e´tats.
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6.3 Spectre de phonons d’un cristal
Les fre´quences des phonons de vecteur d’onde q sont les valeurs propres d’une matrice finie
dont les e´le´ments ne sont en ge´ne´ral connus qu’avec une pre´cision me´diocre. Mais la syme´trie de
la matrice est connue. Si le vecteur q est quelconque, la matrice n’a aucune syme´trie et la the´orie
des groupes ne sert a` rien. Par contre, elle peut simplifier conside´rablement le calcul dans le cas
ou` q est, par exemple, sur un axe de syme´trie. En particulier, on peut alors savoir quelles sont les
de´ge´ne´rescences (Kreisel 2009).
6.4 Structures magne´tiques
Quand les atomes d’un cristal portent un moment magne´tique, ces moments s’ordonnent ge´ne´ralement
a` basse tempe´rature. La structure magne´tique qui en re´sulte se superpose a` la structure cristallo-
graphique. Deux cas sont possibles, dont des exemples sont de´crits par Boure´e (2009).
Premier cas : la structure magne´tique et la structure cristallographique ont une periodicite´
commune (avec une maille qui peut eˆtre plus grande que la maille cristallographique paramagne´tique
de haute tempe´rature). Les ope´rations de syme´trie qui conservent la structure magne´tique et la
structure cristallographique forment un groupe. Les groupes magne´tiques ainsi obtenus peuvent
eˆtre catalogue´s a` la fac¸on des groupes d’espace habituels (Rodrigez-Carvajal 2009). Leur nombre
est fini.
Deuxie`me cas : la structure magne´tique a une pe´riode incommensurable avec le re´seau cristallin.
La situation la plus favorable est le voisinage d’une transition continue du paramagne´tisme a` une
phase magne´ tiquement ordonne´e. D’apre`s la the´orie de Landau des transitions de phase (Tole-
dano 2009) la structure magne´tique doit correspondre a` un vecteur propre d’une certaine matrice,
la matrice susceptibilite´ paramagne´tique ge´ne´ralise´e (Schweizer et al. 2007), qui de´finit la re´ponse
line´aire des moments a` un champ magne´tique module´ dans l’espace. La the´orie des groupes per-
met, comme on l’a explique´ au paragraphe 5, de faciliter cette recherche. Une me´thode base´e sur
les repre´sentations a e´te´ propose´e initialement par Bertaut (1971) puis perfectionne´e par Schweizer
(2005, 2006, 2007, 2009). A basse tempe´rature, diverses complications peuvent se produire. D’abord,
des harmoniques apparaissent a` cause de l’anisotropie magne´tocristalline. En outre, un verrouillage
(lock-in) des deux pe´riodes (magne´tique et cristallographique) est fre´quent. La structure magne´tique
devient alors commensurable avec le re´seau cristallin, avec une pe´riodicite´ qui peut eˆtre tre`s longue.
Quand on fait varier un parame`tre (pression, tempe´rature...) on peut avoir, en principe, une suc-
cession de verrouillages prenant l’aspect d’un “escalier du diable” (Axel et Aubry 1981) ou d’un
escalier “inoffensif” (Villain et Gordon 1980).
6.5 L’he´lium 3 superfluide et la supraconductivite´ inhabituelle
La supraconductivite´ est caracte´rise´e par une valeur non nulle de ∆σσ′(k) = 〈ckσc−kσ′〉 ou`
l’ope´rateur ckσ annihile un e´lectron d’impulsion h¯k et de spin σ = ±1/2.
Dans la the´orie classique de la supraconductivite´ e´labore´e par Bardeen, Cooper et Schrieffer, les
paires de Cooper sont dans un e´tat de spin singulet et le parame`tre d’ordre ∆σσ′ (k) est inde´pendant
la direction k/k. Il est pratiquement nul loin de la surface de Fermi, ou` il a une valeur ∆. Ceci est
une bonne description de la plupart des supraconducteurs usuels comme Nb.
Dans les supraconducteurs inhabituels (”non-conventional”), le parame`tre d’ordre ∆σσ′ (k) peut
de´pendre de kˆ = k/k (Houzet 2009). De plus, les paires de Cooper peuvent eˆtre dans l’e´tat triplet de
spin. Quand les ope´rations du groupe ponctuel G0 du cristal agissent sur k, la fonction ∆σσ′ (k) doit
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se transformer comme une repre´sentation irre´ductible de G0. Ainsi, la the´orie des groupes fournit
une classification des divers types de supraconductivite´ possibles. Cette classification facilite l’e´tude
expe´rimentale.
Dans 3He superfluide, de fac¸on analogue, il se forme des paires de fermions de vecteurs d’onde
k et -k. Les paires sont dans l’e´tat triplet. La fonction d’onde orbitale doit se transformer comme
une repre´sentation irre´ductible Yℓm(θ, ϕ) du groupe des rotations, ou` θ et ϕ sont les angles d’Euler
de kˆ. La condition usuelle sur l’antisyme´trie de la fonction d’onde des fermions impose que ℓ soit
impaire. En pratique, ℓ = 1.
L’e´nume´ration qui pre´ce`de est succincte avec exce`s. Elle sera comple´te´e et explicite´e par les
expose´s cite´s en re´re´rence et par des manuels tels que ceux de Meijer & Bauer (2004), de Hamermesh
(1962) ou de Streitwolf (1971) dont le volume modeste et le formalisme simple rendent la lecture
agre´able.
7 Fonctions d’onde et groupe des rotations
L’espace est invariant par translation et par rotation. Nous avons vu que le groupe des trans-
lations est trop simple pour que la the´orie des groupes soit indispensable. Voyons donc quelles
informations peut apporter l’invariance par rotation. Le proble`me se pose par exemple si on veut
calculer la fonction d’onde d’un e´lectron soumis a` l’attraction d’un noyau situe´ en un point fixe O ;
c’est le cas de l’atome d’hydroge`ne. Ce proble`me est bien connu, mais il est utile de le re´examiner
en insistant sur l’invariance par rotation. D’apre`s la re`gle fondamentale, nous pouvons simpli-
fier la recherche des fonctions d’onde (solutions de l’e´quation de Schro¨dinger) en cherchant les
repre´sentations irre´ductibles du groupe des rotations. C’est, en re´alite´, ce qui est fait dans les
manuels de me´canique quantique, mais souvent sans le dire.
Les repre´sentations irre´ductibles de dimension (2ℓ+1) impaire du groupe des rotations peuvent
s’obtenir en prenant pour vecteurs de base les fonctions
Ylm(θ, ϕ) = BlmPlm(cos θ) exp(imϕ) (7)
ou` les nombres Blm sont des constantes de normalisation et
Plm(w) = (1 − w2)|m|/2d|m|Pl(w)/dw|m| (8)
ou` Pl(w) est le polynoˆme de Legendre d’ordre l
Pl(w) = (2
−l/l!)dl(w2 − 1)l/dwl (9)
La the´orie des groupes nous dit que les solutions de l’e´quation de Schro¨dinger dans un potentiel
invariant par rotation ont la forme
ψlm(r, θ, ϕ) = Rl(r)Ylm(θ, ϕ) (10)
et qu’il n’y a plus qu’a` de´terminer la fonction radiale Rl(r). Cette factorisation est, bien suˆr, dans les
manuels, mais elle est souvent pre´sente´e comme un miracle alors que la the´orie des groupes permet de
la pre´voir. D’autre part, les manuels introduisent ge´ne´ralement les harmoniques sphe´riques Ylm(θ, ϕ)
comme instruments d’e´tude du moment angulaire et ne font pas toujours la liaison avec les rotations.
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La fin de ce paragraphe est consacre´e a` cette relation. Il s’agit de savoir comment une fonction
f(x, y, z) (une fonction d’onde par exemple) se transforme par une rotation des axes, par exemple
autour de l’axe z qui est donc invariant. Si ϕ est l’angle de rotation, les nouvelles coordonne´es sont
x′ = x cosϕ+ y sinϕ et y′ = −x sinϕ+ y cosϕ. La fonction f(x, y, z) se transforme en une fonction
de x′, y′ et z qui, pour ϕ petit, peut s’e´crire
f(x′ cosϕ− y′ sinϕ, x′ sinϕ+ y′ cosϕ, z′) = f(x′ − y′ϕ, x′ϕ+ y′, z′) = (1 + ρz)f(x′, y′, z′)
ou` l’ope´rateur de rotation infinite´simal ρz est ρz = x∂y − y∂x. Il co¨ıncide avec iLz/h¯, ou` L est
l’expression du moment angulaire orbital en me´canique quantique. Des operateurs de rotation infi-
nite´simaux ρx et ρy autour de x et y peuvent eˆtre obtenus de fac¸on analogue. L’identite´ ρα = iLα/h¯
est valable pour les 3 composantes α = x, y, z. On en de´duit les re`gles de commutation
[ρx, ρy] = −ρz ; [ρy, ρz] = −ρx ; [ρz, ρx] = −ρy (11)
On verra que la relation entre ope´rateur de rotation et moment angulaire est un cas particulier
du the´ore`me de Noether e´nonce´ au paragraphe 11.
Dans le pre´sent paragraphe, on a introduit a` partir de la the´orie des groupes, et somme toute
de la ge´ome´trie, des concepts et des re´sultats (harmoniques sphe´riques, re`gles de commutation) qui
sont ge´ne´ralement de´duits de la me´canique quantique. Or ce raisonnement ge´ome´trique est plus
simple et plus e´le´mentaire, puisque l’on n’a pas fait usage de la relation de De Broglie p = ih¯∇,
hypothe`se physique a` laquelle nous sommes habitue´s, mais tout de meˆme moins e´le´mentaire que la
simple ge´ome´trie. L’approche ge´ome´trique est aussi plus ge´ne´rale et plus e´le´gante.
Les re`gles de commutation (11) sont des proprie´te´s essentielles des ope´rateurs de rotation. Elles
sont le point de de´part ine´vitable de la recherche des repre´sentations de SO3. Cette recherche me`ne,
comme on va le voir, au concept de spineur.
8 Les repre´sentations irre´ductibles de dimension paire du
groupe des rotations et le spin.
La formule (7) ne fournit que des repre´sentations irre´ductibles de dimension impaire du groupe
des rotation SO3. Le pre´sent paragraphe est une queˆte des repre´sentations irre´ductibles de dimension
paire de SO3. En fait on se limitera a` chercher une repre´sentations irre´ductible de dimension 2, ce
qui est suffisant pour les besoins des sciences physiques.
Une telle repre´sentation doit contenir trois matrices 2×2 associe´es aux rotations infinite´simales
autour des axes x, y, z. Ces matrices doivent ve´rifier des relations de commutation analogues a`
(11). Comme il re´ulte des manuels de me´canique quantique, de telles matrices sont les matrices de
Pauli
σx =
[
0 1
1 0
]
; σy =
[
0 −i
i 0
]
; σz =
[
1 0
0 −1
]
(12)
qu’il convient seulement de multiplier par i/2. On peut ainsi espe´rer que les matrices3
exp[(iϕ/2)(ασx + βσy + γσz)] = 1 cosϕ/2 + i(ασx + βσy + γσz) sinϕ/2) (13)
3L’e´galite´ (13) peut eˆtre ve´rifie´e en de´veloppant l’exponentielle en se´rie et en utilisant les relations d’anticommu-
tation des matrices de Pauli.
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forment une repre´sentation du groupe des rotations SO3.
Dans le langage des physiciens, il en est bien ainsi. La matrice (13) correspond a` une rotation
d’angle ϕ autour d’un axe paralle`le au vecteur unite´ de composantes α, β, γ.
Malheureusement, la formule (13) a une e´trange proprie´te´. La rotation d’angle 2nπ autour de
n’importe quel axe est e´videmment l’identite´. Or, si ϕ = 2nπ, la matrice (13) est e´gale a` 1 si n
est pair (ce qui est fort bien) mais e´gale a` -1 si n est impair. Plus ge´ne´ralement, la relation (13)
associe a` toute rotation deux matrices A and −A. Ceci n’est pas autorise´ par la de´finition d’une
repre´sentation accepte´e par les mathe´maticiens.
Nous dirons que les matrices (13) forment une “repre´sentation spinorielle” de SO3. Une repre´sentation
spinorielle est bivalue´e, et par suite, stricto sensu, ce n’est pas une repre´sentation. Il nous arrivera
cependant, par la suite, de l’appeler ainsi pour simplifier.
Une repre´sentation spinorielle agit sur des matrices colonnes a` deux e´le´ments qu’on appelle
des spineurs. Le terme ‘spineur’ se justifie parce que ces objets sont utilise´s pour la description
mathe´matique d’un spin 1/2. Cependant, le concept de spineur avait e´te´ invente´ par le mathe´maticien
E´lie Cartan de`s 1913, 9 ans avant la de´couverte expe´rimentale du spin de l’electron par Stern and
Gerlach en 1922. Les mathe´matiques e´taient de´ja` preˆtes a` eˆtre utilise´es par les physiciens.
Au paragraphe 7, on avait utilise´ la the´orie des groupes pour obtenir les vecteurs propres d’un
ope´rateur donne´ agissant sur un espace vectoriel connu. Dans ce paragraphe, la the´orie des groupes
a fonctionne´ autrement. La nature spinorielle de la fonction d’onde n’e´tait a priori pas connue, c’est
la the´orie des groupes qui a permis de la de´couvrir. Certes, beaucoup de manuels de me´canique
quantique n’y font pas appel, mais sans la the´orie des groupes l’apparition des spineurs devient
artificielle.
9 Fonctions d’onde relativistes d’un e´lectron.
La relativite´ fait intervenir, comme on l’a vu, un espace a` 4 dimensions, dans lequel les change-
ments d’axes combinent le temps t (ou plutoˆt x0 = ct) et les 3 coordonne´es d’espace xα (α = 1, 2, 3).
Alors que la recherche de la fonction d’onde d’une particule non relativiste nous avait amene´s a`
rechercher les repre´sentations irre´ductibles du groupe des rotations, c’est maintenant les repre´sentations
du groupe de Lorentz qui nous inte´ressent. Nous nous bornerons ici au cas d’une particule de spin
1/2 comme l’e´lectron. La repre´sentation approprie´e est a` 2 dimensions, et spinorielle. Elles fait
appel aux matrices de Pauli et ne sera pas donne´e ici. Par contre, nous insisterons sur une difficulte´
qui n’apparaissait pas en physique quantique non-relativiste.
Il se trouve qu’il n’y a pas moyen de de´finir une fonction d’onde qui se transforme selon la
repre´sentation spinorielle irre´ductible de dimension 2 du groupe de Lorentz. Comme on le montre
dans l’appendice C, il faut introduire une repre´sentation spinorielle de dimension 4, qui est re´ductible
et s’obtient en combinant la repre´sentation irre´ductible de dimension 2 avec une repre´sentation
analogue, mais non e´quivalente (Cartan 1938). On obtient ainsi une fonction d’onde spinorielle a` 4
composantes qui ve´rifie l’e´quation de Dirac :
h¯γµ∂µψ +mcψ = 0
ou` il faut sommer sur µ (convention d’Einstein). Les matrices 4×4 γµ ve´rifient les re`gles d’anticom-
mutation {γµ, γν} = 2gµν , ou`
gµν = gµδµν (14)
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et4
g1 = g2 = g3 = 1 ; g0 = −1 (15)
Un choix possible est
γα =
[
0 −iσα
iσα 0
]
(α = 1, 2, 3); γ0 = i
[
1 0
0 −1
]
(16)
ou` les blocs sont des matrices 2×2. Les σi sont les matrices de Pauli.
10 L’e´lectromagne´tisme et l’e´lectrodynamique : syme´trie de
jauge
Si une particule mate´rielle a une fonction d’onde qu’on peut souvent supposer scalaire, il n’en est
pas ainsi du photon. La lumie`re est caracte´rise´e par un champ e´lectrique et un champ magne´tique,
qui sont des vecteurs. Dans ce cas, le groupe des rotations a` 3 dimensions et ses repre´sentations ne
sont gue`re utiles. Le groupe des rotations est important dans le cas d’un e´lectron qui tourne autour
d’un noyau immobile. Les photons n’ont pas l’habitude de tourner autour d’un centre.
Bien entendu, l’e´lectromagne´tisme ne´cessite l’emploi de la relativite´. Fort heureusement, la re-
lativite´ restreinte suffit. Dans ce cadre, le champ e´lectromagne´tique est caracte´rise´ par un tenseur
antisyme´trique Fµν a` 4×4 composantes, dont 6 sont non nulles et inde´pendantes (champ e´lectrique
et champ magne´tique). Mais ce tenseur peut s’exprimer en fonction du potentiel vecteur Aµ :
Fµν = ∂µAν − ∂νAµ (17)
Comme il vaut mieux avoir une quantite´ a` 4 composantes qu’une quantite´ a` 6 composantes,
l’emploi de A a` la place de F est ine´vitable (au moins en me´canique quantique). Mais cela implique
une difficulte´ : En effet, la quantite´ physique mesurable n’est pas le potentiel vecteur A, mais le
champ e´lectromagne´tique, et celui-ci n’est pas modifie´ si on remplace A par
A′µ = Aµ − gµ∂µΛ(r, t) (18)
ou` gµ est de´fini (15)
5. Le choix arbitraire de Λ s’appelle une jauge. Comme la quantification du
champ e´lectromagne´tique (7) ou (8) conduit a` des photons, ceux-ci sont appele´s bosons de jauge.
Si l’on a une particule charge´e (e´lectron) qui interagit avec le champ e´lectromagne´tique, le choix
de la jauge reste arbitraire, mais un changement de la jauge implique e´galement un changement
de la phase de la fonction d’onde (Voir appendice D). Celle-ci est donc multiplie´e par un nombre
exp(iϕ). Ce facteur engendre un groupe, le groupe U1.
Il est a` remarquer que dans un superfluide ou un supraconducteur, il apparaˆıt aussi une phase
qui est lie´e aux ope´rateurs de champ. Le hamiltonien est invariant par un changement global de cette
phase. Cette invariance est brise´e dans un superfluide ou un supraconducteur. On de´crit souvent ce
phe´nome`ne comme une brisure de l’invariance de jauge. Il y a en effet une analogie avec la jauge
4La quantite´ gµν est un tenseur, qui garde la meˆme forme diagonale dans tous les syste`mes d’axes relie´s par
une transformation de Lorentz. Au contraire, δµν n’est pas un tenseur et gµ, de´fini par (15), n’est pas vecteur. La
relation (15) peut eˆtre vraie pour un choix particulier des axes, mais elle n’est pas pre´serve´e par une transformation
de Lorentz. On dit que la quantite´ gµ n’est pas covariante. Pour cette raison, on ne l’introduit en ge´ne´ral pas.
5Comme on l’a remarque´ pre´ce´demment, gµ n’est pas covariant. Par suite, Λ(r, t) n’est pas force´ment convariant
non plus. La ‘jauge de Coulomb’ qu’on utilise beaucoup, ne l’est pas.
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en e´lectrodynamique, puisque c’est aussi le groupe U1 qui intervient, mais le phe´nome`ne physique
est diffe´rent et les photons ne jouent aucun roˆle dans un superfluide.
Les transformations de jauge de l’e´lectrodynamique forment un groupe. Cette remarque n’avance
cependant pas a` grand’ chose car le groupe abe´lien U(1) est fort simple et ne ne´cessite pas la
machinerie lourde de la the´orie des groupes. D’excellents manuels d’e´lectrodynamique quantique
n’e´voquent meˆme pas le concept de groupe de jauge. Cependant, l’e´lectrodynamique fournit une
introduction didactique a` des the´ories de jauge bien plus complique´es, ne´cessaire pour de´crire les
particules e´le´mentaires autres que l’e´lectron. Avant d’en parler, il convient d’e´noncer 2 the´ore`mes
ge´ne´raux, qui servent en physique de la matie`re condense´e comme en physique des particules.
11 Deux the´ore`mes ge´ne´raux
11.1 The´ore`me de Noether (1915)
A tout groupe continu de syme´tries peut eˆtre associe´e une quantite´ conserve´e, et vice-versa
(Noether 1918, Byers 1996). Ainsi la conservation de la quantite´ de mouvement est la conse´quence
de la syme´trie de translation dans l’espace. De meˆme, la conservation de l’e´nergie cine´tique est
lie´e a` l’invariance par translation dans le temps. La conservation du moment cine´tique provient de
l’invariance par rotation.
11.2 The´ore`me de Goldstone
Le the´ore`me de Goldstone affirme l’apparition d’excitations de ”gap” nul quand une syme´trie
continue est brise´e. Conside´rons par exemple un cristal. Il brise la syme´trie continue de translation
de l’espace. Les excitations correspondantes sont les phonons acoustiques, dont la fre´quence ωq est
lie´e au vecteur d’onde q, pour q petit, par la relation line´aire ωq = αq. Leur e´nergie s’annule donc
quand q tend vers 0. Le the´ore`me de Goldstone (Goldstone1961, Goldstone et al. 1962) affirme que
cette proprie´te´ est ge´ne´rale : toute brisure de syme´trie continue s’accompagne de l’apparition d’ex-
citations (ge´ne´ralement des bosons) dont l’e´nergie peut tendre vers 0. Dans le cas du magne´tisme,
la brisure de syme´trie de rotation des spins entraˆıne l’apparition de magnons a` basse tempe´rature.
Mais attention ! La syme´trie de rotation des spins est bien pre´sente (a` haute tempe´rature) dans
certains mode`les comme le mode`le de Heisenberg, mais ces mode`les qui ne´gligent l’anisotropie
magne´tocristalline ne sont qu’approche´s, et l’e´nergie des magnons ne s’annule pas strictement.
Quant a` la supraconductivite´, elle est traite´e dans l’appendice F.
Si les physiciens de la matie`re condense´e se sont approprie´s le the´ore`me de Goldstone, il
est bon de rappeler que l’ide´e de Goldstone e´tait de l’appliquer aux particules e´le´mentaires. Sa
de´monstration e´tait donc relativiste... et utilisait un bagage technique appre´ciablement plus perfec-
tionne´ que celui dont ont besoin les physiciens de la matie`re condense´e. Or, en relativite´, l’e´nergie
d’une particule est E = c(m2c2 + p2)1/2 ; si la masse au repos m est finie, cette e´nergie s’e´crit,
pour p petit, E = mc2 + p2/(2m) ; mais si la masse est nulle, alors E = cp = ch¯q. Les physiciens
des particules e´le´mentaires aiment donc formuler le the´ore`me de Goldstone en disant que la brisure
d’une syme´trie continue entraˆıne l’existence de bosons de masse nulle6
Masse nulle ou non nulle ? C’est ce qui de´termine la porte´e de l’interaction transporte´e par des
”bosons de jauge”). Conside´rons d’abord le champ e´lectromagne´tique, ve´hicule´ par des photons,
6En physique de la matie`re condense´e aussi, les quasi-particules sans masse comme les phonons ont un spectre
line´aire, ωq = αq, alors que des particules de masse non nulle, par exemple les e´lectrons, ont un spectre quadratique.
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dont la masse est nulle. Une charge a` l’origine O produit a` distance r un potentiel e´lectrique V (r)
proportionnel a` 1/r, solution (pour r non nul) de l’e´quation de Laplace∇2V = 0. Mais si le potentiel
est duˆ a` des particules de masse m non nulle, il doit ve´rifier l’e´quation de Schro¨dinger ∇2V = κ2V
avec κ = mc/h¯(Yukawa 1949). La solution est V (r) = Const× exp(−κr)/r , donc a` courte porte´e.
En fait, le the´ore`me de Goldstone fut entre 1960 et 1970 pour les physiciens des particules
e´le´mentaires une source de perplexite´ comme le verrons.
12 Les particules e´le´mentaires
12.1 Les syme´tries qui sembleraient s’imposer : parite´, etc.
En physique de la matie`re condense´e, le nombre d’e´lectrons est suppose´ constant, tout comme le
nombre de noyaux de chaque e´le´ment. La seule interaction conside´re´e est l’interaction e´lectromagne´tique
(et quelquefois la pesanteur). C’est une bonne approximation sur la terre, meˆme si quelquefois la
pre´sence d’une substance radioactive nous oblige a` faire un peu de physique nucle´aire. Cette science
met en jeu une interaction d’une autre nature, l’interaction nucle´aire forte, qui lie les nucle´ons dans
le noyau. L’ordre de grandeur de l’e´nergie a` conside´rer est plus e´leve´. Par exemple l’e´nergie des
fragments de fission de l’uranium se mesure en MeV alors que les niveaux e´lectroniques dans un
atome se mesurent en eV ou en KeV.
La physique des particules e´le´mentaires s’inte´resse a` des e´nergies plus e´leve´es encore, qui se
mesurent en GeV. Les re`gles de syme´trie auxquelles nous sommes habitue´s re´sistent-elles a` ces
e´nergies colossales ? Ainsi les e´quations du mouvement que nous e´crivons a` basse e´nergie sont
invariantes par le renversement du temps T et par le renversement P des coordonne´es d’espace.
En est-il de meˆme pour la physique beaucoup plus riche dans laquelle on introduit les interactions
nucle´aires en plus de l’interaction e´lectromagne´tique?
La re´ponse est oui, dans la mesure ou` on ne conside`re que les interactions fortes, et e´lectromagne´tiques.
En outre, il y a invariance par rapport a` un autre ope´rateur C inconnu en physique de la matie`re
condense´e : c’est l’ope´rateur qui change une particule en antiparticule (par exemple un e´lectron en
positon). Cette invariance limite les re´actions possibles et simplifie beaucoup la the´orie de l’inter-
action forte et ses applications.
Mais, l’interaction forte ne de´crit pas tous les phe´nome`nes, et certains (comme la de´sinte´gration
β) font intervenir une autre interaction, dite faible. Et cette dernie`re n’est pas invariante par P , ni
par C, ni par T . On crut quelque temps qu’elle est invariante par le produit CP (qui transforme
par exemple un proton de spin 1/2 en un antiproton de spin -1/2) mais ce n’est pas tout a` fait vrai
non plus. Il reste le produit CPT . L’invariance par CPT est garantie par un the´ore`me de´montre´
en 1954 par Lu¨ders et Pauli a` partir d’hypothe`ses quasiment inattaquables.
12.2 Des ide´es plus surprenantes : isospin, etc.
Les the´oriciens des hautes e´nergies ont introduit bien d’autres syme´tries, qui leur paraissent
indispensables pour simplifier le foisonnement de particules. Mais faut-il parler davantage de parti-
cules e´le´mentaires dans une e´cole consacre´e a` la syme´trie dans la matie`re condense´e ? Une premie`re
raison de le faire est qu’il y a eu, a` certaines e´poques, une forte et fructueuse interaction entre les
physiciens des deux bords, et que certains comme Goldstone, Wilson, Anderson, Parisi, Yang, Lee,
se sont illustre´s dans les deux branches.
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Une deuxie`me raison est que, dans une e´cole sur la syme´trie tenue en 2009, il est difficile d’ignorer
le prix Nobel de physique 2008, de´cerne´ aux Japonais Yoichiro Nambu, Makoto Kobayashi et
Toshihide Maskawa pour leurs travaux sur la syme´trie dans la physique des particules e´le´mentaires.
Les syme´tries qu’utilisent les the´oriciens des particules e´le´mentaires ne s’imposent pas de fac¸on
imme´diate comme celles qui apparaissent en physique de la matie`re condense´e. Le pionnier en la
matie`re fut Heisenberg, qui vers 1932 sugge´ra qu’une syme´trie existe entre le proton et le neutron....
a` condition d’ignorer l’interaction e´lectromagne´tique, qui est faible a` l’e´chelle du noyau. En ne
tenant compte que de l’interaction nucle´aire forte, le proton et le neutron peuvent en effet eˆtre
conside´re´s comme deux e´tats d’une meˆme particule, le nucle´on. De meˆme que les deux e´tats d’un
ferromagne´tique sont distingue´s par les spins des e´lectrons, on de´finit une variable analogue au spin,
qu’on appelle l’isospin. Comme le spin de l’e´lectron, il a 2 valeurs propres possibles. Le lagrangien
de l’interaction forte, telle que Heisenberg la concevait, devait eˆtre invariant par SU(2), ce qui me`ne
bien a` 2 valeurs propres pour la repre´sentation fondamentale.
12.3 Quarks and gluons
He´las ! La the´orie des particules e´le´mentaires e´volua. Les protons et neutrons perdirent leur
dignite´ de particules e´le´mentaires et se de´compose`rent en 3 quarks. La premie`re the´orie des quarks
fut e´labore´e notamment par Gell-Mann dans le troisie`me quart du vingtie`me sie`cle. Elle est de´crite
avec un tout petit peu plus de de´tails dans l’appendice E. Les quarks interagissent par e´change de
gluons comme les e´lectrons interagissent par e´change de photons. Les gluons, comme les photons,
ont une masse nulle ; comme eux, ils ont une invariance locale vis a` vis d’un groupe de jauge, qui
n’est toutefois plus le groupe abe´lien U(1), mais SU(3). De meˆme que les photons sont les vecteurs
de l’interaction e´lectromagne´tique, les gluons sont les vecteurs de l’interaction forte entre quarks.
De cette interaction entre quarks re´sulte une interaction forte entre nucle´ons, qui est un peu a`
l’interaction entre quarks ce que l’interaction de van der Waals entre atomes est a` l’interaction
e´lectromagne´tique. Les quarks sont au nombre de 6, distingue´s par 6 ”saveurs”, mais il suffit de 2
saveurs (baptise´es up et down, u et d) pour fabriquer un proton de formule uud et un neutron de
formule udd. On retrouve ainsi les 2 e´tats de Heisenberg et l’invariance par SU(2). En ajoutant le
quark appele´ strange, on peut obtenir d’autres particules dont la syme´trie est repre´sente´e par la
figure 3. Plus tard, en 1970, Glashow, Iliopoulos et Maiani ”invente`rent” un quatrie`me quark ; et
comme on le verra, ce n’e´tait pas fini.
12.4 Le mode`le standard et les interactions faibles
Apre`s avoir de´crit les interactions fortes, qui assurent la cohe´sion des quarks dans les nucle´ons
et celle des nucle´ons dans le noyau, les the´oriciens des particules les englobe`rent, avec l’e´lectro-
dynamique quantique, dans une the´orie plus unitaire, appele´e mode`le standard, et qui inclut aussi
les interactions faibles. Le mode`le standard est une the´orie de jauge, fonde´e sur un groupe de jauge
SU(3)×SU(2)×U(1). Le groupe SU(3) sert, comme on l’a vu, a` de´crire les interactions fortes. On a
vu que U(1) correspond a` l’e´lectromagne´tisme. Est-ce a` dire alors que SU(2) de´crit les interactions
faibles ? C’est plus complique´, car la syme´trie SU(2) X U(1) se brise spontane´ment. Il n’en reste
qu’une syme´trie U(1) distincte de la syme´trie U(1) d’ou` on est parti, et pourvue de bosons de jauge
de masse nulle, qui sont les photons. Mais les bosons de jauge lie´s a` la syme´trie SU(2) ont acquis
une masse non nulle. Ce sont les bosons de jauge de l’interaction faible (W+, W- et Z0).
On attendrait pourtant de nouveaux bosons de masse nulle, ceux que le the´ore`me de Goldstone
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Fig. 3 – Une image de la syme´trie entre particules. Si l’isospin, imagine´ par Heisenberg, introduisait
une syme´trie entre le proton et le neutron, on peut comple´ter (ou compliquer ?) le sche´ma par
l’introduction de particules Σ et Ξ, qui sont elles aussi des combinaisons de quarks.
associe a` une syme´trie continue brise´e. Or ces bosons ne sont pas observe´s. Ce paradoxe a e´te´ re´solu
par l’introduction d’un nouveau boson de masse non nulle, appele´ boson de Higgs, qui re´sulte d’une
recombinaison du boson qui voudrait eˆtre de Goldstone, lequel est ainsi phagocyte´ et n’apparaˆıt pas.
Ce ”me´canisme de Higgs” est propre aux syme´tries de jauge. Dans la compre´hension de ce proble`me,
le roˆle de Nambu, prix Nobel 2008, fut essentiel. Il fut un pre´curseur du boson de Goldstone, et fit
beaucoup pour la compre´hension du me´canisme de Higgs, que nous de´crivons un peu plus en de´tail
dans l’appendice F.
Quant au the´ore`me de Goldstone, fabrique´ pour la physique des particules e´le´mentaires, il n’y
trouve gue`re d’applications exactes. Comme application approche´e on peut citer les pions, qui
doivent leur faible masse au fait qu’ils sont approximativement des bosons de Goldstone lie´s a` la
violation d’une syme´trie approximative par rapport a` la chiralite´.
12.5 Au dela` du mode`le standard : supersyme´trie, etc.
Le mode`le standard est probablement correct, en ce sens que toutes ses pre´dictions sont ve´rifie´es
expe´rimentalement, sauf le boson de Higgs non encore observe´. Mais on aimerait avoir un mode`le
qui pre´dise davantage. Par exemple, le mode`le standard n’explique pas pourquoi la charge du proton
est e´gale a` celle de l’e´lectron. Cette interrogation est parmi celle qui ont amene´ a` des the´ories de
grande unification, fonde´es par exemple sur le groupe SU(5) ou sur SO(10). Le me´canisme de Higgs
y fonctionne a` re´pe´tition et multiplie le nombre des particules e´le´mentaires, que le mode`le standard
avait re´ussi a` diminuer un peu. Puis on a envisage´ une syme´trie entre bosons et fermions, bien
entendu destine´e a` eˆtre brise´e : c’est la supersyme´trie. Il restait a` trouver une the´orie qui englobe la
gravitation : les espoirs reposent actuellement sur la the´orie des cordes. Elle rompt avec le concept
de particules ponctuelles, ce que l’on peut trouver satisfaisant ; il est vrai qu’il faut pour cela passer
dans un espace a` 10 dimensions. C’est le coeur, disait Pascal, qui sent qu’il y a trois dimensions
dans l’espace ; mais le coeur a ses raisons que la raison ne connait point, ajoutait-il. De toute fac¸on
Einstein avait de´ja` ajoute´ une dimension !
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12.6 Matie`re et antimatie`re
Disons quelques mots de la syme´trie entre matie`re et antimatie`re, dont la rupture myste´rieuse a
justifie´ le prix Nobel de Makoto Kobayashi et Toshihide Maskawa. Pendant des anne´es, les observa-
teurs ont scrute´ le ciel a` la recherche d’anti-univers. En vain ; jusqu’en 1964 ou` une expe´rience sur
le kaon re´ve´la une violation des lois de la syme´trie. La formation de la matie`re et de l’antimatie`re
ne se fait pas via un processus e´quitable. Lors du Big Bang, la matie`re et l’antimatie`re cre´e´es se
sont annihile´es. N’est reste´ que cet exce´dent de matie`re. Mais comment expliquer la violation de la
syme´trie ? C’est Makoto Kobayashi et Toshihide Maskawa qui, en 1972, de´montre`rent (en exploi-
tant une ide´e du romain Nicola Cabibbo) que si la matie`re n’est pas constitue´e de quatre quarks
- comme on le croyait jusqu’alors - mais de six, alors la violation de la syme´trie se fait de fac¸on
naturelle. Ils ajoutent ainsi a` la liste des quarks existants (up, down, charme, e´trange), les quarks
bottom et top (aussi appele´s ve´rite´ et beaute´). Le premier fut de´couvert quelques anne´es plus tard,
le second un peu plus tard encore.
Alors que la description des e´lectrons et des photons par l’e´lectrodynamique quantique est une
the´orie unique et acheve´e, il n’en est pas de meˆme pour les autres particules. Pour les de´crire,
on peut he´siter entre diverses the´ories dont aucune n’est totalement satisfaisante : les unes parce
qu’elles n’expliquent pas tout, les autres parce qu’elles reposent sur des hypothe`ses difficilement
ve´rifiables. Toutes ces the´ories font cependant grand usage de la notion de syme´trie et de la notion
de groupe.
13 Conclusion
La syme´trie joue un grand roˆle en physique. La brisure de syme´trie e´galement. Elle s’introduit
naturellement dans la the´orie des transitions de phase. Moins naturellement dans les the´ories des
particules e´le´mentaires, ou` elle est en partie le fruit de l’imagination fertile de the´oriciens en queˆte,
le´gitime, d’unification. Nous n’avons pas parle´ d’autres domaines comme la me´canique des fluides,
ou` la rupture de syme´trie est fre´quemment observe´e. Des exemples sont l’instabilite´ de Rayleigh-
Plateau (fragmentation d’un jet cylindrique sous l’effet de la tension superficielle) ou l’instabilite´ de
Rayleigh-Be´nard (formation de rouleaux de convection dans une casserole chauffe´e par en dessous).
Les groupes de transformations ne sont pas les seules structures de groupe qui apparaissent en
physique. Les groupes de permutations sont un autre exemple. La statistique de Bose et la statistique
de Fermi associent au groupe des permutations de N particules identiques deux repre´sentations
irre´ductibles diffe´rentes, mais si simples qu’il n’y a pas lieu d’invoquer la the´orie des groupes. Il
n’en est pas de meˆme si on cherche a` de´couvrir d’autres mode`les statistiques que ceux de Bose et de
Fermi. Car on en a de´couvert, mais a` 2 dimensions seulement. Selon Wikipedia, le concept d’anyon
peut servir pour de´crire les couches de graphe`ne ou l’effet Hall quantique, ou pour les ordinateurs
quantiques. Il convient aussi de mentionner le ”groupe de renormalisation” qui permet un traitement
mathe´matique pre´cis des transitions de phase. C’est bien un ensemble de transformations, mais
plus abstraites que celles qui interviennent par exemple en cristallographie ; ces transformations
sont plutoˆt des changements de variables dans un syste`me d’e´quations. D’autre part le groupe de
renormalisation n’est pas vraiment un groupe mais plutoˆt un semi-groupe, car les transformations
ne sont pas inversibles, ou du moins on ne se pre´occupe pas de leur trouver un inverse qui n’aurait
gue`re d’inte´reˆt.
Ainsi, la syme´trie est une notion partout pre´sente dans la nature. Pour l’exploiter quantitati-
vement, la the´orie des groupes est un outil puissant. Elle requiert des recettes qui sont efficaces
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quand on a appris a` bien les manier, mais dont l’apprentissage ne´cessite de la part de l’e´tudiant
une certaine te´nacite´.
Ajoutons pour finir que la the´orie des groupes est bien plus qu’un livre de recettes : elle e´claire
souvent les lois physiques en les reliant a` la simple ge´ome´trie.
Je remercie chaleureusement Jean Iliopoulos et Pierre Fayet pour des lec¸ons e´le´mentaires sur
les particules du meˆme nom, et pour avoir relu le manuscrit. Je suis reconnaissant a` Roger Balian,
Manuel Houzet et Michail Zhitomirskii pour de pre´cieuses explications.
A Structure e´lectronique dans un re´seau hexagonal plan.
Points de Dirac du graphe`ne
Le graphe`ne est du graphite re´duit a` une couche monoatomique. Sa structure de bande pre´sente
une particularite´ remarquable que nous allons de´montrer. Dans l’approximation dite des ”liaisons
fortes”, le hamiltonien d’un e´lectron est
H =
∑
ij
γijc
+
i cj (19)
ou` i et j de´signent les sites du re´seau qui dans le cas pre´sent est un re´seau en nid d’abeilles, ci et
c+i de´truisent et cre´ent un e´lectron au site i, et les nombres γij ont les proprie´te´s de syme´trie du
re´seau. Les e´nergies des e´tats e´lectroniques sont les valeurs propres de la matrice Γ des γij . S’il n’y
avait qu’un site par maille, elles seraient obtenues par une transformation de Fourier. Mais le re´seau
en nid d’abeilles a 2 atomes par maille. Il est fait de 2 re´seaux de Bravais plans triangulaires 1 et
2 qui s’interpe´ne`trent. Les composantes ui de tout vecteur propre s’e´crivent ui = u1 exp(ik.R) si i
est le point R du re´seau 1, et ui = u2 exp(ik.R) si i est le point R du re´seau 2. Ceci peut s’e´crire
uRα = uα exp(ik.R) avec i = 1 ou 2. Le nombres u1 et u2 sont vecteurs propres de la matrice
Γ(k) =
[
γ11(k) γ12(k)
γ21(k) γ22(k)
]
=
[
γ11(k) γ12(k)
γ∗12(k) γ11(k)
]
(20)
ou`
γαγ(k) =
∑
R′,γ
exp[ik.(rRα − rR′γ)]
Dans un premier temps, on va se de´sinte´resser du re´seau 2. A tout point R du re´seau 1 (Fig. 4a),
on peut associer le scalaire complexe exp[ik.(R). Mais on peut aussi pre´fe´rer lui associer le vecteur
bidimensionnel re´el
v(R) = [cos(k.R), sin(k.R)] (21)
qui peut par exemple repre´senter un spin dans un proble`me de magne´tisme. dont les moments
magne´tiques seraient localise´s aux points R d’un re´seau triangulaire (Fig. 4a). Il est naturel de se
demander s’il existe une structure magne´tique qui conserve la syme´trie de rotation d’ordre 3. La
re´ponse est oui, comme le montre la Figure 4b. Si O est le centre de l’un des triangles, la structure
4b est invariante par une rotation du re´seau de 2π/3 autour de O, accompagne´e d’une rotation des
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Fig. 4 – a) Un re´seau triangulaire plan. b) Une structure magne´tique qui conserve la syme´trie de
rotation d’ordre 3. c) En ajoutant un autre re´seau triangulaire on obtient un re´seau en nid d’abeille.
En tout site du second re´seau, le champ mole´culaire duˆ au premier re´seau est nul.
vecteurs (spins) de 2π/3. Or l’invariance par rotation entraˆıne que le ”champ mole´culaire” au point
O est nul, quels que soient les γij . ∑
R
γORv(R) = 0 (22)
ou` R de´signe les sites du re´seau 1. Or O est un site du re´seau 2, comme on le voir par la figure 4c.
Les composantes des ”spins” de la Figure 4b sont les parties re´elle et imaginaire de
ψK(R) = exp(iK.R) (23)
ou`
Kx =
2π
3b
; Ky =
2π
b
√
3
, (24)
et b est la distance entre les sites du re´seau triangulaire. Soit en fonction de la distance interatomique
a = b/
√
3 du re´seau en nid d’abeille,
Kx =
2π
3b
√
3
; Ky =
2π
3b
, (25)
La relation (22) s’e´crit donc
γ12(K) = 0 (26)
La matrice Γ(K) est donc de´ge´ne´re´e, avec ses 2 valeurs propres e´gales. Revenant au proble`me
e´lectronique, on voit qu’il existe un e´tat e´lectronique doublement de´ge´ne´re´, quelle que soit la porte´e
des γij . C’est en fait une tre`s bonne approximation de supposer (comme on le fait ge´ne´ralement)
que γij n’est non nul que pour des sites i et j voisins (appartenant donc l’un au re´seau 1, l’autre
au re´seau 2). Dans ce cas on peut montrer que si k n’est pas e´gal a` K, l’un des e´tats e´lectroniques
a une e´nergie ǫ−(k) < ǫ(K) alors que l’autre e´nergie est ǫ+(k) > ǫ(K). Comme dans le graphe`ne
pur il y a exactement un e´lectron par site, on a donc a` tempe´rature nulle une bande pleine et une
bande vide qui se touchent en un nombre discret de points de l’espace re´ciproque, avec un gap nul.
Ces points sont appele´s points de Dirac.
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B Recette pour obtenir les vecteurs propres d’une matrice
qui appartiennent a` une repre´sentation irre´ductible par-
ticulie`re
Nous voulons diagonaliser une matrice carre´e M (a` n× n e´le´ments). Cette matrice agit sur des
matrices colonnes ou vecteurs a` n e´le´ments que nous noterons | ϕ〉 et qui constituent un espace
vectoriel E . Par hypothe`se, M est invariante par les ope´rations g d’un groupe G. Ceci veut dire
que O(g)MO(g)−1 =M , ou` O(g) est une matrice qui de´crit l’action de g sur les vecteurs | ϕ〉. Les
matrices O(g) forment une repre´sentation de G, que nous supposerons re´ductible. Si elle ne l’est
pas, la the´orie des groupes ne peut apporter aucune aide.
Le groupe G admet des repre´sentations irre´ductibles par des matrices D(p)(g) de dimensions dp,
dont les e´le´ments sont D(p)λµ (g).
On de´montre que les matrices D(p)(g) ve´rifient alors la proprie´te´ d’orthogonalite´ (Streitwolf
1971, Canals 2009)7
∑
g
D(p)λµ (g)D(p
′)
λ′µ′(g) = (n/dp)δpp′δλλ′δµµ′ (27)
On dit qu’un vecteur | eλ〉 de E appartient a` la repre´sentation irre´ductible p si
O(g) | eλ〉 =
∑
µ
D(p)λµ (g) | eµ〉 (28)
D’apre`s le the´ore`me du de´veloppement (expansion theorem, Streitwolf 1971) tout vecteur | ϕ〉
peut s’e´crire comme une somme de composantes dont chacune appartient une repre´sentation irre´ductible
p.
| ϕ〉 =
∑
p
∑
λ
∑
α
∣∣∣ e(p)λα
〉
(29)
ou` 1 ≤ λ ≤ dp, p de´signe les diverses repre´sentations irre´ductibles, et on a introduit un indice
supple´mentaire α qui prend les valeurs entie`res jusqu’a` une valeur qp qui de´pend de la matrice M ,
et peut eˆtre nul pour certaines valeurs de p. Il existe une recette pour de´terminer qp (Streitwolf
1971, Canals 2009), mais nous ne l’utiliserons pas. Les vecteurs
∣∣∣ e(p)λα
〉
seront suppose´s orthonorme´s.
Si ces vecteurs e´taient pris comme vecteurs de base, la matrice M aurait la forme diagonale par
blocs (6). Le proble`me est que les vecteurs
∣∣∣ e(p)λα
〉
ne sont pas connus. On va voir comment on peut
quand meˆme mettre la matrice M sous la forme diagonale par blocs.
Pour chaque vecteur | ϕ〉 nous voulons de´terminer chaque terme de la somme (29). En faisant
cela pour n vecteurs | ϕ〉 inde´pendants, nous obtiendrons, pour chaque p, des vecteurs qui sont des
combinaisons lime´aires des
∣∣∣ e(p)λα
〉
. Leur orthogonalisation fournit dpqp vecteurs inde´pendants qui
sous-tendent un espace Ep. En faisant cela pour toutes les valeurs de p, on obtient une base dans
laquelle la matrice M est diagonale par blocs.
7Sacrifiant la rigueur pour la simplicite´, nous omettons certains de´tails importants. Notamment, les matrices
D
(p)(g) sont suppose´es unitaires. Cela est possible parce que toute repre´sentation est e´quivalente a` une repre´sentation
par des matrices unitaires (Streitwolf 1971, Canals 2009).
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Apre`s avoir e´nonce´ le principe de la me´thode, donnons la recette. Si on multiplie (29) par
[D(p)λµ ]∗(g)O(g) et si on somme sur g, on trouve en utilisant (27) et (28)∑
g
[D(p)λµ ]⋆(g)O(g) | ϕ〉 = (n/dp)
∑
α
ϕ
(p)
λα
∣∣∣ e(p)µα
〉
(30)
Si maintenant on fait λ = µ et qu’on somme sur λ, le second membre se re´duit a` un facteur pre`s
a` la projection de (29) sur l’espace Ep :
∑
g
∑
λ
[D(p)λµ ]⋆(g)O(g) | ϕ〉 = nPp | ϕ〉 (31)
ou`
Pp = (1/n)
∑
g
∑
λ
[D(p)λµ ]⋆(g)O(g) (32)
est l’ope´rateur de projection sur Ep. Il n’y a plus qu’a` achever le programme en faisant agir Pp sur
n vecteurs inde´pendants, orthogonaliser les vecteurs obtenus, et re´pe´ter l’ope´ration pour toutes les
repre´sentations irre´ductibles p. Dans la base ainsi obtenue, la matrice M est diagonale par blocs.
C Repre´sentations spinorielles du groupe de Lorentz et spi-
neurs de Dirac
Repre´sentation spinorielle bidimensionnelle irre´ductible du groupe de Lorentz
Pour l’obtenir, il convient d’associer a` tout quadrivecteur x = (ct, x, y, z) la matrice bidimen-
sionnelle hermitique
X =
[
ct+ z x+ iy
x− iy ct− z
]
= t+ xσx + yσy + zσz (33)
On voit que detX = c2t2−x2−y2−z2 est la norme de Minkowski de x. Elle doit eˆtre conserve´e
dans une transformation de Lorentz.
Nous allons montrer que les matrices 2× 2 complexes B de de´terminant 1 permettent d’obtenir
une repre´sentation spinorielle du groupe de Lorentz. Dans ce but, nous conside´rons la matrice.
X ′ = BXB+ (34)
ou`B+ de´signe la matrice hermitique conjugue´e deB. La matriceX ′ est hermitique et son de´terminant
est e´gal a` detX . Il de´finit donc un quadrivecteur x′ par la formule (33). Celle-ci est donc une trans-
formation de Lorentz.
Par exemple une translation uniforme dans la direction z correspond a` B = exp(−ϕσz/2). En
effet, en utilisant les proprie´te´s d’anticommutation des matrices de Pauli, on voit que
BXB+ = BXB = exp(−ϕσz/2)(ct+ xσx + yσy + zσz) exp(−ϕσz/2)
= (ct+ zσz) exp(−ϕσz) + (xσx + yσy)
Ceci est la transformation de Lorentz (1), qui correspond a` une translation uniforme dans la
direction z, a` vitesse uniforme v = βc avec sinhϕ = 1/
√
1− β2.
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Un calcul analogue montre qu’une rotation des axes x et y d’angle ϕ autour de l’axe z correspond
a` B = exp(−iϕσz/2) comme dans le cas non relativiste.
Les re`gles sont analogues pour les rotations autour de x and y et les translations uniformes le
long de x et y. Ceci montre que toute transformation de Lorentz correspond a` une matrice B ... ou
plutoˆt a` deux matrices puisque B peut eˆtre remplace´e par −B dans (34).
Ainsi, dans la repre´sentation spinorielle du groupe de Lorentz que nous venons de de´finir,
l’ope´rateur σα de´crit a` la fois une rotation infinite´simale autour de l’axe α et une translation le
long de cet axe, la seule diffe´rence e´tant le facteur i. Comme ces deux ope´rations sont physiquement
tre`s diffe´rentes, la repre´sentation spinorielle bidimensionnelle est peu approprie´e a` une description
quantique relativiste.
Repre´sentation de Dirac du groupe de Lorentz.
Si des matrices B(g) forment une repre´sentation d’un groupe non commutatif G dont les
e´le´ments sont g, les matrices hermitiques conjugue´es B+(g) ne forment ge´ne´ralement pas une
repre´sentation, car B+(g)B+(g′) = B+(g′g) est ge´ne´ralement diffe´rent de B+(gg′). Par contre
les matrices [B+(g)]−1 forment bien une repre´sentation. Si G est le groupe de Lorentz et B(g) sont
les matrices de´finies pre´ce´demment, ces deux repre´sentations ne sont pas e´quivalentes. En effet,
l’e´quivalence de deux repre´sentations B et B′ implique B′(g) = UB(g)U−1 et par suite Tr B=
Tr B′. Cette relation n’est pas ve´rifie´e, par exemple pour une matrice diagonale, B′11 + B
′
22 =
(B∗11 +B
∗
22)/(B11B22)
∗ = B∗11 +B
∗
22 n’est ge´ne´ralement pas e´gal a` B11 +B22.
La repre´sentation de Dirac associe a` toute transformation de Lorentz g la matrice 4× 4
[
B(g) 0
0 [B+(g)]−1
]
(35)
Cette repre´sentation re´ductible ope`re sur un espace de spineurs a` 4 dimensions et la fonction
d’onde qui obe´it a` l’ e´quation de Dirac est un e´le´ment de cet espace. Elle est forme´e de 2 spineurs a`
2 dimensions, dont l’un se transforme par B, l’autre par (B+)−1 quand on fait une transformation
de Lorentz.
D Invariance de jauge en e´lectrodynamique
Nous nous limiterons au cas d’un e´lectron en interaction avec le champ e´lectromagne´tique.
L’e´lectron (de massem et de charge q = −e) est repre´sente´ par une fonction d’onde a` 4 composantes
(celle de l’e´quation de Dirac) et le champ e´lectromagne´tique par le potentiel vecteur a` 4 composantes
Aµ. Jauch & Rohrlich (1955) e´crivent la fonction suivante qu’ils appellent “lagrangien” (mais qui
pour d’autres auteurs est la densite´ de lagrangien) :
L = −(1/2)∂µAν∂µAν − Ψ¯(γµ∂µ +m)Ψ− ieΨ¯γµAµΨ (36)
ou` γµ de´signe les 4 matrices 4×4 de´finies plus haut et la sommation sur les indices est sous-entendue
(convention d’Einstein).
Le lagrangien (A1) permet de de´finir l’action S =
∫ Ld4x, ou` l’inte´grale est sur le domaine
compris entre 2 hyperplans de l’espace-temps relativiste. Testa (1993) remarque que l’action (36) est
invariante par la transformation (18) combine´e a` la transformation de la fonction d’onde e´lectronique
Ψ(x) en
Ψ′(x) = exp[iΛ(x)Ψ(x) (37)
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L’e´quation de Dirac n’est pas facile a` ge´ne´raliser a` plus d’un e´lectron. Il est donc inte´ressant
de de´montrer (37) a` partir de l’e´quation non relativiste de Schro¨dinger. Cela est fait par Cohen-
Tannoudji et al. (1987), pages 169 et 170.
E Un formalisme pour les interactions fortes
Pour voir a` quoi ressemblent les e´quations des particules e´le´mentaires en e´vitant des complica-
tions excessives, nous nous bornerons aux interactions nucle´aires fortes, de´crites par la chromody-
namique quantique. Ce formalisme reposait sur un lagrangien que nous e´crirons d’une part pour
mesurer l’analogie et la diffe´rence avec l’e´lectrodynamique quantique de l’appendice D, d’autre part
pour compter les variables et les parame`tres dont il de´pend :
LQCD = Ψ¯ip(iγµ∂µ −mp)Ψip − gGaµΨ¯ipγµT aijΨjp − (1/4)GaµνGµνa (38)
Dans cette formule, les spineurs a` 4 composantes Ψip de´signent les champs de quarks ; l’indice
p=1,2,... 6 correspond a` la ”saveur”, et l’indice i=1, 2 ou 3 correspond a` la ”couleur”. Le champ
G est celui des ”gluons”. Comme les photons, les gluons sont de masse nulle. Les quantite´s T aij
sont donne´es par la the´orie des groupes (matrices de Gell-Mann). La constante de couplage g est
un parame`tre, qui s’ajoute aux 6 masses. Au total il y a 7 parame`tres. Que devient la syme´trie
dans tout c¸a ? On pourrait perdre espoir en sachant que les masses des 6 quarks sont diffe´rentes.
Toutefois, celles des quarks u et d sont de l’ordre du MeV (a` un facteur c2 pre`s), c’est-a`-dire faibles
par rapport aux masses des nucle´ons qu’ils composent, lesquelles sont de l’ordre du GeV. Il n’y a
donc pas la` de quoi de´te´riorer outre mesure la syme´trie entre proton et neutron (en ignorant, bien
entendu, l’e´lectromagne´tisme). Les choses se gaˆtent quand on s’inte´resse aux autres quarks qui sont
nettement plus lourds, de quelques centaines de MeV a` quelques centaines de GeV.
F Interactions a` longue porte´e et me´canisme de Higgs
On peut se demander ce que devient une onde sonore dans un gaz quand les particules deviennent
charge´es. L’onde en question a une fre´quence non nulle pour q = 0 ; ce n’est plus en fait une onde so-
nore... C’est un plasmon, et le gaz charge´ est un plasma. Esquissons la de´monstration. L’e´quation du
mouvement est d2uq/dt
2 = −Vqq2uq, ou` uq est la transforme´e de Fourier du de´placement et Vq est
la transforme´e de Fourier du potentiel. Pour des interactions a` courte porte´e, Vq est fini pour q=0,
et la fre´quence ωq est proportionnelle a` q. Pour des interactions coulombiennes, Vq est proportionnel
a` 1/q2 et la fre´quence de plasma est non nulle pour q=0. Cette remarque constituait le de´but d’un
article qu’Anderson publia en 1963. L’auteur conside´rait aussi le cas analogue de la supraconduc-
tivite´. Le mode de Goldstone serait alors une oscillation de courant, j(x, t) = j0 cos(qx− ωt). Mais
une telle oscillation dans l’espace impliquerait des amas de charge, dont l’e´nergie serait finie a` cause
de la longue porte´e de l’interaction coulombienne. Le mode de Goldstone de la supraconductivite´
n’annule pas sa fre´quence pour q = 0. Dans le langage des hautes e´nergies, il est ”massif” ; ce n’est
plus en fait un mode de Goldstone.
Avec une grande perspicacite´, Anderson voyait une analogie entre l’absence expe´rimentale de
mode de fre´quence nulle dans un plasma, et l’absence de mode de Goldstone dans des proble`mes de
physique des particules e´le´mentaires ou` il e´tait, a` l’e´poque, attendu, malgre´ des re´flexions ante´rieures
de Schwinger, qui avait de´ja` pressenti la solution, c’est-a`-dire le boson de Higgs.
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